Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



Mcdh %\i%.6o 








Das Prismatoid. 



Eine Erweiterung der elementaren 



Stereometrie 



von 



Theodor Wittstein, 

Dr. phil. und ProfMsor , Mitglied des Königlichen Quelphen-Ordenjs i, Claase , Lehrer an der Königlichen 
G^endstabs-AcademiA und bei dem Königlichen Cftdetten-Corpa in Hannover. 



Hannover. 

Hahn'8che Hofbnchhandlang. 

1860. 



(c^hi 



MA.th'Sa^iCO 



i 



O^^^'-'pA.^.Ajl. I^WOOO 



Das Prismatoid. 



Während das Prisma der Stereometrie dem Parallelogramme der Plani- 
metrie^ und ebenso die Pyramide dem Dreiecke entspricht, entbehrte bisher 
die Stereometrie eine allgemeine Betrachtung und insbesondere die elementare 
Inhaltsbestimmung desjenigen Polyeders, welches wie das Analogen des Trape- 
zes der Planimetrie angesehen werden muss. Der Koppe 'sehe Obelisk bahnt 
dazu allerdings den Weg, und wurde deshalb auch bei seinem Erscheinen wie 
eine willkonmiene Erweiterung der Stereometrie begrüsst, welche rasch in alle 
Lehrbücher Eingang fand. Aber er füllt die in Rede stehende Lücke keines- 
wegs aus, denn er behandelt nur einen ganz speziellen Fall. Es ist mir gelun- 
gen die allgemeine Lösung des Problems zu finden, welche ich hier nachstehend 
vorlege. Ich gebe mich der Hoffiiung hin, dass sowohl die Leichtigkeit der 
Entwickelung dem Theoretiker genügen, als auch die Einfachheit der Resultate 
dem Praktiker für den Gebrauch zusagen werde. 

Eine Einflechtung dieses neuen Gegenstandes in den stereometrischen 
Unterrichts -Cursus wird mein demnächst erscheinendes Lehrbuch der Stereo- 
metrie liefern. 

Das Polyeder, welches für die Stereometrie eine eben so allgemeine 
Bedeutung haben soll, wie das Trapez für die Planimetrie, wird von 
zwei parallelen Polygonen, die ausserdem vollkommen unabhängig von ein- 
ander sind, als Grundflächen, und im AUgeniieinen von Dreiecken, welche 
mit je einer Grundfläche eine Seite und mit der andern einen Eckpunkt 
gemein haben, als Seitenflächen begrenzt. Siehe Fig. 1. 



Wenn die eine Qrandfläche 
ein 771-Eck und die andere ein n-Eck 
ist; so beträgt m+n die Anzahl der 
Dreiecke, welche die Seitenflächen bil- 
den. In Fig. 1 ist z. B. die Grund- 
fläche ABCD ein Viereck und die 
Grundfläche EFG ein Dreieck, und 
das Polyeder wird ausserdem von 
7 Dreiecken als Seitenflächen begrenzt. 
In den besonderen Fällen, wo 
irgend zwei correspondirende Seiten 
der beiden Grundflächen des Poly- 
eders parallel sind, fallen jedesmal 
von den vorstehend bezeichneten Drei- 
ecken, welche die Seitenflächen bil- 
den, zwei in eine Ebene und ver- 
einigen sich zu einem Trapez oder 
Parallelogramm, welches alsdann als 
Seitenfläche des Polyeders gilt. So 
z. B. in Fig 1, wenn BC und EF 
parallel angenommen werden , ver- 
einigen sich die beiden Dreiecke ECB und CEF unter Wegfall der Kante CE 
zu dem Trapez oder Parallelogramm BCFE. 

Demnach wird, wenn die eine Grundfläche ein rn-Eck und die andere 
ein n-Eck ist und unter den Seitenflächen auch Trapeze oder Parallelogramme 
vorkommen, die Anzahl der Seitenflächen weniger als m+n betragen. Sie 
muss jedoch, wenn man m^n voraussetzt, mindestens = m sein, ist also all- 
gemein zwischen den Grenzen m und m-\-n enthalten. 

Dem hier charakterisirten Polyeder gebe ich den Namen Prismatoid 
(itpiofiaToeiSTj«;, wie ein Prisma aussehend), nach Analogie der Benennungen: 
Rhomboid, Trapezoid, Sphäroid, Konoid^ u. a. 




§. 2. 

Wenn die beiden Grundflächen des Prismatoids gleich viel Seiten haben, 
und ausserdem jede zwei correspondirende Seiten der beiden Grandflächen parallel 



sind, so reducirt sich der Körper auf das Prisma, wenn die Grundflächen als 
congruent vorausgesetzt werden. Alle Seitenflächen des Prisma sind Paralle- 
logramme. 

Werden dagegen die Grundflächen nicht als congruent vorausgesetzt, so 
heisst das Prismatoid in diesem Falle ein Obelisk.*) Die Seitenflächen des 
Obelisken sind im Allgemeinen Trapeze, doch können einige derselben auch Pa- 
rallelogramme sein. — Ein besonderer Fall des Obelisken ist die abgestumpfte 
Pyramide, deren Grundflächen ähnliche Figuren und deren Seitenflächen sämmt- 
lieh Trapeze sind. 

Einen vierseitigen Obelisken s. Fig. 2. 




Fig. 3. 




Fig. 4. 




Wenn die beiden Grundflächen des Prismatoids gleich viel Seiten haben, 
und ausserdem keine zwei correspondirende Seiten der beiden Grundflächen 
parallel sind, so nenne ich den Körper ein Anti-Prisma, wenn die Grund- 
flächen als congruent vorausgesetzt werden; dagegen einen Anti-Obelisken, 
wenn die Grundflächen nicht als congruent vorausgesetzt werden.**) Die Seiten- 



*) Diese Definition des Obeliflken ist allgemeiner als die Koppe 'sehe. Denn der Koppe 'sehe 
Obelisk fordert die nothwendige, obwohl meines Wissens nirgends ausgesprochene Beschränkimg, dass alle 
Seiten der einen Gnmdfläche zugleich grosser, oder zugleich kleiner sein müssen als die correspon- 
direnden Seiten der anderen Grundflache (s. unten §. 10). Eine solche Beschränkung findet in dem 
Obigen nicht statt. 

**) Man könnte mit demselben Sinne diese Körper auch ein verdrehtes Prisma, und dnen 
verdrehten Obelisken nennen. 



flächen sowohl des Änti- Prisma als auch des Anti- Obelisken sind sämmtlich 
Dreiecke, und zwar der Zahl nach doppelt so yiel als jede Grundfläche 
Seiten hat 

Ein vierseitiges Anti-Prisma s. Fig. 3, und einen vierseitigen Anti-Obe- 
lisken Fig. 4. 

§. 3. 

Man wird ohne Mühe bemerken, dass es zur Bestimmung des körperlichen 
Inhalts eines Prismatoids im Allgemeinen nicht hinreicht, dass die beiden 
Grundflächen nebst der Höhe des Prismatoids gegeben werden. Denn unter 
Voraussetzung dieser gegebenen Bestimmungsstücke bleiben noch die Seitenflächen 
innerhalb gewisser Grenzen willkürlich, so dass eine andere Anordnung der Seiten- 
flächen einen anderen körperlichen Inhalt hervorbringen kann. Wenn man z. B. 
in Fig. 1. die E[ante CE wegnimmt und dafür eine (in der Figur nicht ange- 
zeigte) Kante BF einführt, so dass statt der beiden Dreiecke BCE und CEF die 
beiden anderen BCF und BFE als Seitenflächen eintreten, so wird olSenbar der 
körperliche Inhalt ein anderer. 

Dagegen wird sogleich gezeigt werden , dass zu den obigen drei Bestim- 
mungsstücken noch die mittlere Durchschnittsfläche hinzugenommen 
werden muss, um den Inhalt vollständig zu bestimmen. Unter der mittleren 
Durchschnittsfläche des Prismatoids wird hier nämlich die Fläche der Figur ver- 
standen, welche ein in halber Höhe parallel den beiden Grundflächen durch das 
Prismatoid gelegter ebener Schnitt hervorbringt. Siehe Fig. 1, ab cd e fg. 

Diese mittlere Durchschnittsfläche des Prismatoids ist immer ein Polygon 
von eben so viel Seiten, wie das Prismatoid Seitenflächen besitzt. Wenn also die 
eine Grundfläche des Prismatoids ein m-£ck und die andere ein 7i-Eck ist und alle 
Seitenflächen Dreiecke sind, so wird die mittlere Durchschnittsfläche ein (m4-n)-Eck 
sein. Kommen aber unter den Seitenflächen auch Trapeze oder Parallelogramme 
vor, so wird die mittlere Durchschnittsfläche weniger als m+n Seiten haben. Je- 
doch muss die Anzahl dieser Seiten, wenn man m'^n voraussetzt, mindestens =m 
sein, mithin ist allgemein die mittlere Durchschnittsfläche mindestens ein m-Eck 
und höchstens ein (m4-n)-Eck. 

Was die Länge der Seiten der mittleren Durchschnittsfläche anbetrifil, so 
ergiebt sich dieselbe immer sofort aus der Bedingung, dass die mittlere Durch- 
schnittsfläche alle Seitenlinien, BEy CE, CF, etc., Fig. 1, des Prismatoids halbirt. 



§.4. 

■ 

Um die Entwickelung des nächstfolgenden Paragraphen zu vereinfachen, 
möge hier der folgende Satz vorausgeschickt werden. 

HtÜfssatz. Jedes Tetraeder ist dem Doppelten einer Pyramide gleich, 
welche die Dorchschnittsfläche, deren vier Eckpunkte vier Kanten des Tetraeders 
halbiren, zur Grundfläche, und den kürzesten Abstand der beiden übrigen Kan- 
ten des Tetraeders zur Höhe hat 



Fig. 5. 

Beweis. Es sei MCGH, 
Fig. 5, das gegebene Tetraeder. 
Man lege durch das Tetraeder 
die Durchschnittsfläche de ml, 
welche die vier Elanten MG, 
MH, CG, CR des Tetraeders 
beziehungsweise in den Punk- 
ten l, m, dy t halbirt und des- 
halb ein Parallelogramm ist 
Femer ziehe man aus H die 
Gerade HO || GC und aus C die 
Gerade CO || GH, und verbinde 
den entstandenen Durchschnitts- 
punkt mit den Punkten M 
und G durch die Geraden OM 
und OG. Alsdann ist 

Tetr. MCGH = Tetr. MCGO-, 

denn beide Tetraeder haben 
die gemeinschaftliche Grund- 
fläche MCG, und ihre Spitzen Hund liegen in einer Parallelen HO zu dieser 
Grundfläche. 
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Betrachtet man nun in dem Tetraeder MCGO das Dreieck MCO wie 
Grundfläche und den Eckpunkt G wie Spitze, und zieht die Diagonale Ze, so 
erkennt man leicht, dass die Grundfläche MCO gleich dem Vierfachen der Drei- 
ecksfläche Ide, und mithin gleich dem Doppelten der Durchschnittsfläche de ml 
ist Aber die Höhe, d. h. das aus der Spitze G auf die Grundfläche MCO 
gefällte Perpendikel, ist, weil GH parallel der Grundfläche MCO ist, identisch mit 
dem kürzesten Abstände der beiden Kanten MC und GH des gegebenen Tetra- 
eders. Folglich ist das Tetraeder MCGO gleich dem Doppelten einer Pyramide, 
welche die Durchschnittsfläche de ml zur Grundfläche und den kürzesten Ab- 
stand der beiden Kanten MC und GH zur Höhe hat. 

Dasselbe gilt demnach auch, vermöge des Obigen, von dem gegebenen 
Tetraeder MCGH, w. z. b. w. 

Man kann bemerken, dass das Tetraeder in der hier vorliegenden Auf- 
fassung wie der einfachste mögliche Fall des Prismatoids angesehen werden 
kann, dessen beide Grundflächen nämlich sich auf zwei gerade Linien, MC und 
GH, reduciren. 

§• 5. 

Lehrsatz. Jedes Prisniatoid ist der Suninie dreier Pyramiden 
gleich, von denen eine das arithmetische Mittel der beiden Grund- 
flächen, mid jede der beiden anderen die mittlere Durchschnittsfläche 
des Prismatoids zur Grundfläche hat, und deren Höhe gleich der Höhe 
des Prismatoids ist. 

Oder: Wenn man mit G, g die beiden Grundflächen, mit D 
die mittlere Durchschnittsfläche, und mit h die Höhe des Prismatoids 
bezeichnet, so findet man allgemein den Inhalt J desselben durch die 
Formel 



(^ + .z>) 



(1) 



lig 6. 




Bew6lSf Es sei Flg. 6 das gegebene Prismatoid, dessen untere. Grund- 
fläcHe ein m-Eck (beispielsweise ein Fünfeck) und dessen obere Grundfläche ein 
w-Eck (ein Viereck) ist. 

Man wähle in der unteren Grundfläche einen beliebigen Punkt 3f , aus 
welchem man nach den Eckpunkten dieser Grundfläche die m Geraden MA, MB, 
MC, MD, ME ziehen kann, welche ganz innerhalb der Figur bleiben; und ziehe 
ausserdem nach den Eckpunkten der oberen Grundfläche die n Geraden MF, 
MG, MH, ML Legt man sodann durch diese Linien und die Seitenlinien des 
Prismatoids entsprechende Ebenen (der Zahl nach m'^2n Ebenen, welche in der 
Figur an ihren Spuren in der mittleren Durchschnittsfläche kenntlich sind), so 

2 
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wird durch dieselben das Prismatoid in Theile zerlegt , weiche sich wie folgt 
gruppiren lassen: 

1) Eine Pyramide, deren Spitze in M liegt und deren Grundfläche mit 
der oberen Grundfläche FGHI des Prismatoids zusammenfällt. Setzt man diese 
Grundfläche = g und die Höhe des Prismatoids = A, so ist der Inhalt dieser 
Pyramide 

_ 9 ^ 

2) m dreiseitige Pyramiden ABMG, BCMG, CDMH, DEMI, AEMF, 
deren Spitzen in den Eckpunkten der oberen Grundfläche liegen, und deren 
Grundflächen je einen Theil der unteren Grundfläche des Prismatoids ausmachen. 
Diese m Pyramiden sind zusammengenommen einer Pyramide gleich, welche die 
untere Grundfläche des Prismatoids zur Grundfläche und die Höhe des Prisma- 
toids zur Höhe hat. Setzt man also die untere Grundfläche des Prismatoids = Gy 
so ist die Summe dieser m Pyramiden 

_ Gh 

3) n Tetraeder AMFG, MCGH*), MDHI, EMFI, von denen je eine 
Kante Seite der oberen Grundfläche ist, und eine andere Kante in die untere 
Grundfläche fkllt. Diese Tetraeder sind nach dem vorigen Paragraphen zu 
behandeln, und fordern demnach die Construction der mittleren Durchschnitts- 
fläche des Prismatoids. 

Die mittlere Durchschnittsfläche abcdefghi des Prismatoids zerfällt aber 
durch dieselben Ebenen, welche das Prismatoid in die obigen Theile zerlegen, 
in 1) ein Polygon klmn, dessen Inhalt = ^g] 2) m Dreiecke bei, cdl, efmy 
ghn, aikj deren Summe = ^ (?; und 3) n Parallelogramme ablk, deml, 
fgnmy hikn, welche die dem vorigen Paragraphen entsprechenden Durch- 
schnittsflächen der Tetraeder sind. Setzt man die mittlere Durchschnittsfläche 
des Prismatoids =2), so ist folglich die Summe dieser n Parallelogramme 
= />— -^G — \g. Mithin ist nach dem vorigen Paragraphen die Summe der 
zuletzt betrachteten n Tetraeder 

r(p-{G - ig) 



= 2. 
d. i. 



= 4(^^-^) 



*) Dieses Tetraeder MCGH ist in Fig. 5, Pag. 7, abgesondert gezeichnet. 
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Fig. 6. 




Die Summe aller vorstehend betrachteten Theile macht den Inhalt J des 
Prismatoids aus. Mithin hat man endlich 



J = 



gh Gh ■ A / g+g \ 
"3~ + ~3~ + "3" l^ -^ ~Y~) 



d. i. 



•^=i 



* f G+9 



+ 2d) 



w. z. b. w. 
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§. 6. 

Der vorige Beweis setzt voraus, dass zum wenigsten in Einer Grund- 
fläche des Prismatoids sich ein Punkt M angeben lasse, so gelegen, dass man 
aus ihm nach allen Eckpunkten dieser Grundfläche gerade Linien ziehen kann, 
welche ganz innerhalb der Figur bleiben. Sollte dieser Forderung aber auch 
nicht Genüge geschehen können, so bleibt dessen ungeachtet der vorige Lehrsatz 
bestehen. 

Um dies zu beweisen, zerlege man das Prismatoid durch Ebenen oder 
aus Ebenen zusammengesetzte gebrochene Flächen, ohne die Höhe zu verletzen, 
in zwei oder mehrere Prismatoide, welche die genannte Forderung erfüllen. Bei 
dieser Zerlegung zerfalle die Grundfläche G in die Theile F, F', etc., die Grund- 
fläche g in die Theile y^ tS ^^^* ^^^ ^^^ mittlere Durchschnittsfläche D in die 
Theile A, A', etc. Alsdann werden die Inhalte der einzelnen Prismatoide , dem 
vorigen Lehrsatze gemäss, dargestellt durch 

Mithin wird der Inhalt J des ganzen Prismatoids, welches der Summe dieser 
einzelnen Prismatoide gleich ist: 

^^^r r + r- + ...^, + f+... +2,,+,. + ...)] 



d. i. 



G+g 



wie oben (1). 

Der in diesem Beweise gebrauchte Schluss, dass die Formel (1), wenn 
sie für Theile eines Prismatoids gilt, auch für das ganze Prismatoid gelten muss, 
liegt schon, wie man leicht bemerken wird, auch dem Beweise des §. 5 zum 
Grunde. Denn die Pyramide ordnet sich gleichfalls unter die allgemeine 
Formel des Prismatoids. Ueberhaupt kann dieser Schluss noch weiter zur Ver- 
einfachung des allgemeinen Beweises des §. 5 angewandt werden, was jedoch 
der Einfachheit des Gegenstandes wegen hier übergangen werden mag. 
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Die Fonnel (1) filr die Inhaltsbestimmung des Prismatoids nimmt eine 
noch einfachere Qestalt an, wenn man für das arithmetische Mittel ' der beiden 

Ghnmdflächen, oder — ^^ , den einfachen Buchstaben M einführt. Alsdann 

hat man 

J= A (ilf+2D). (2) 

Die Formel lässt in dieser Gestalt sogleich eine bemerkenswerthe Folgerung zu. 

Die beiden Grössen M und D, oder das arithmetische Mittel 
'der beiden Grundflächen und die mittlere Durchschnittsfläche, 
sind im Allgemeinen ungleich, und es kann eben sowohl die eine von ihnen die 
grössere sein, wie die andere. Die Praxis aber, welche sehr häufig mit Prisma- 
toiden der verschiedensten Art zu thun hat, lässt von jeher, durch die Analogie 
des Trapezes geleitet, für angenäherte Inhaltsbestimmungen auf eine Unter- 
scheidung der Werthe von M und D sich nicht ein, sondern setzt geradezu, wie 
für ein Prisma, das Product hM oder %Z> als den Inhalt des Prismatoids. Die 
Formel (2) bietet das Mittel dar, um vollkommen allgemein den Fehler zu 
messen, welcher durch die eine wie die andere dieser Inhaltsbestimmungen 
begangen wird. 

Bezeichnet man mit J' den Inhalt eines Prisma, Ayelches das arith- 
metische Mittel der beiden Grundflächen des Prismatoids, oder ilf, zur Grund- 
fläche und die Höhe h desselben zur Höhe hat, so ist 

und durch Zuziehung von (2) erhält man für den bei dieser Inhaltsbestimmung, 
wenn sie für das Prismatoid gelten soll, begangenen Fehler den Werth 

J-J' =1^(d- m). (3) 

Bezeichnet man femer mit J" den Inhalt eines Prisma, welches die 
mittlere Durchschnittsfläche des Prismatoids, oder 2>, zur Grundfläche und die 
Höhe h desselben zur Höhe hat, so ist 

r = HD 
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und für den bei dieser Inhaltsbestimmung , wenn sie für das Prismatoid gelten 
soU^ begangenen Fehler erhält man den Werth 

J-J"=^(M-d). (4) 

Aus (3) und (4) folgt 

J—J' =—2 (j— J") (5) 

d. h. beide Fehler sind entgegengesetzt^ oder die eine der beiden Inhalts- 
bestimmungen J* und J" liefert den Inhalt des Prismatoids zu gross und die 
andere zu klein; aber der unter Benutzung der mittleren Durchschnittsfiäche als 
Grundfläche begangene Fehler ist nur halb so gross als derjenige , welcher aus 
der Anwendung des arithmetischen Mittels der beiden Grundflächen als Grund- 
fläche hervorgeht.*) 

Es ist übrigens leicht, wenn die Werthe von J' imd J" beide 

■ 

berechnet sind, daraus sofort den richtigen Inhalt J des Prismatoids abzuleiten. 
Denn aus (5) folgt 

j^J^i^ (6) 

welche Gleichung nichts anders als einen anderen Ausdruck des Lehrsatzes §. 5 
darstellt. 



§. 8. 

Es giebt allerdings Prismatoide, in denen das arithmetische Mittel der 
beiden Grundflächen und die mittlere Durchschnittsfläche , oder die Grössen 
M und Dy gleich gross sind, und für welche man mithin vollkommen genau den 
Inhalt durch die Formel findet 

J = hM = HD. 



*) Dieser allgemeine Satx war bisher nur für die abgestumpfte Pyramide und den £oppe'j3chen 
Obelisken bekannt, in welchen beiden Unterarten des Prismatoids if ^ 2> ist. 
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Ausser dem Prisma selbst, welches offenbar dieser Forderung genügt, mögen 
hier beispielsweise die beiden Prismatoide Fig. 7 und Fig. 8 erwähnt werden, 
denen die genannte Eigenschaft zukommt. 



Fig. 7. 



Fig. 8. 







' ! 



«• « 




-V^'iV 



Das Prismatoid ABCDEFGH, Fig. 7, kann man sich aus dem Parallele- 
pipedon AB'ODEFG'H dadurch entstanden denken, dass durch die Seite hc 
der mittleren Durchschnittsfläche ah cd eine Ebene gelegt worden ist, welche 
die obere Ghiindfläche bis FG verkürzt imd die untere Grundfläche bis BC er- 
weitert. Daher ist augenscheinlich 



folglich 



BCOB = FGG'P, 



ABCD + EFGH , , 
^ = abcdy 



imd mithin ist der Inhalt dieses Prismatoids gleich dem Producte aus der Höhe 
mit der mittleren Durchschnittsfläche ah cd. 

Das Prismatoid ABCDEFG, Fig. 8, kann man sich durch doppelte 
Abstumpfung des Tetraeders ABMN entstanden denken, indem durch zwei 
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Ebenen; durch den Punkt O der Kante MN parallel den gegenüberliegenden 
Seitenflächen des Tetraeders gelegt, die Ecken M und JV hinweggeschnitten 
worden sind. Legt man in diesem Prismatoid durch die Seite hc der mittleren 
Durchschnittsfläche ah cd eine Ebene parallel der Kante AE^ welche die untere 
Grundfläche bis B'O verkürzt und die obere Grundfläche bis FG' erweitert, so 
entsteht das Prisma AB'ODEPG'G, Alsdann ist 

BCOB' = FGG'P, 

folglich 

ABCD + EFG 
^ = aocct, 

und mithin auch hier der Inhalt des Prismatoids gleich dem Producte aus der 
Höhe mit der mittleren Durchschnittsfläche ah cd. 



§. 9. 

In denjenigen Fällen, wo die Grössen M und D ungleich sind oder die 
Beziehung zwischen beiden überall noch nicht bekannt ist, wird man immer im 
Stande sein die mittlere Durchschnittsfläche D entweder geradezu aus dem arith- 
metischen Mittel der beiden Grundflächen, My oder doch zum wenigsten aus den 
beiden gegebenen Grundflächen G und g einzeln genommen, vermöge der 
besonderen Natur des gerade vorliegenden Prismatoids durch Rechnung abzu- 
leiten, ohne zu diesem Zwecke neuer Messungen an dem Körper zu bedürfen.*) 
Man kann die Ausfuhrung dieses Geschäfts für die verschiedenen vorkommenden 
Arten von Prismatoiden füglich der Praxis zuweisen, oder man kann auch 
daraus Stoff zu Uebungsaufgaben fiir Schüler bilden. Indessen mögen hier die 
hauptsächlichsten Prismatoide, welche in den Elementen der Stereometrie auf- 
geführt zu werden pflegen, und ihr Zusammenhang mit der allgemeinen Formel 
eine kurze Erwähnung finden. 

Vor allen anderen gehört dahin die abgestumpfte Pyramide. 
Nennt man beziehungsweise S und 8 zwei einander correspondirende Seiten 



*) 'Wenn der Grundriss des Prismatoids gezeichnet vorliegt, so kann man darin durch Yer- 
bindtmg der Halbirungspmikte der Projectionen der Seitenlinien des Prismatoids immer immittelbar die 
mittlere Durchschnittsfläche darstellen. Dieses Uülfsmittel dürfte namentlich für Terwickeltere Formen 
des Prismatoids von Nutzen sein. 
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der beiden Grundflächen G und g, so ist ~^ die ihnen correspondirende Seite 

der mittleren Durchschnittsfläche D\ und da die drei Flächen £r, g und D ähn- 
liche Figuren sind, so folgt 

Yg : Yd = S : 



2 ' 
woraus 

y^^ V^ + W , 

Setzt man diesen Werth von D in die Formel (1), so erhält man für die Inhalts- 
berechnung der abgestumpften Pyramide die bekannte Formel 

•^ = T (^ + ^ + Kö^) . (8) 

So elegant diese Formel (8) ist, so dürfte doch der Werth, welchen sie 
für die Praxis hat, für die Zukunft sich auf ein sehr geringes Maass herab- 
setzen. Denn in jedem individuellen Falle, wo gegebene Zahlen vorliegen, 
rechnet man ohne Zweifel eben so leicht, wo nicht leichter nach der Formel (1) 
als nach der Formel (8), und der Praktiker wird künftig kaum noch nöthig 
haben, da die allgemeine Formel bekannt ist, für den besonderen Fall sich 
noch eine besondere Formel zu merken. 



§. 10. 

Was femer den Obelisken (§. 2) anbetrijBft, so möge hier zunächst 
die Beschränkung gemacht werden, dass alle Seiten der einen Grundfläche 
zugleich grösser, oder zugleich kleiner sein sollen als die correspondirenden 
Seiten der anderen Grundfläche; wobei jedoch nicht ausgeschlossen werden 
möge, dass auch einzelne einander correspondirende Seiten gleich gross sein 
können. Unter dieser Beschränkung ist immer 3/]>2>, und setzt man 

M — D = E, (9) 

*) Diese Gleichung (7) enthält den auch an sich bemerkenswerthen Sats: Die mittlere Durch- 
schnittsfläche der abgestumpften Pyramide ist gleich dem arithmetischen Mittel aus dem arithmetischen 
und dem geometrischen Mittel der beiden Grundflächen. 

3 
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so bedeutet E den Inhalt einer Figur, welche mit den beiden Grundflächen 
gleiche Winkel, und die halben Differenzen der correspondirenden Seiten der 
beiden Grundflächen zu Seiten hat, und welche nach Koppe die Ergänzungs- 
figur des Obelisken genannt wird.*) 

Wenn man aus (9) den Werth von M entnimmt und denselben in (2) 
substituirt, so erhält man für den Inhalt dieses Obelisken die zuerst von Koppe 
gegebene Formel 

Eben sowohl könnte man aber auch aus (9) den Werth von D ent- 
nehmen und denselben in (2) substituiren, wodurch die Formel entsteht 



J = h (ji— I £"). 



(11) 

Aber diese beiden Formeln zur Inhaltsbestimmung des Obelisken hören 
auf brauchbar zu sein, sobald man die oben angezeigte Beschränkung wieder 
aufhebt, d. h. sobald man auch als zulässig annimmt, dass einige Seiten der 
einen Grundfläche grösser, und zugleich andere Seiten dieser Grundfläche 
kleiner sind als die correspondirenden Seiten der anderen Grundfläche. In 
diesem Falle kann nämlich die Differenz M — D auch negativ werden, ohne dass 
die so eben definirte Ergänzungsflgur solches erkennen liesse. Denn es ist keinen- 
falls an sich klar, was aus der Fläche eines Polygons wird, wenn einzelne 
Seiten desselben negativ werden; wollte man aber die Fläche eines Polygons, 
in welchem Seiten negativ werden, irgendwie definiren (beim Rechteck hat dies 
bekanntlich keine Schwierigkeit), so müsste jedenfalls erst noch besonders be- 
wiesen werden, was nirgends geschehen ist, dass dafür die Koppe'sche Formel 
Gültigkeit behält. Aus diesen Gründen erscheint es am gerathensten, die 
Formeln (10) und (11), so wie überhaupt den Gebrauch der Ergänzungsfigur 
für die Inhaltsbestimmung des Obelisken gänzlich aufzugeben, und statt dessen 
lediglich an (1) oder (2) sich zu halten, welche letzten Formeln ohne jede Be- 
schränkung gültig sind. 

§. 11. 
Das schief abgeschnittene dreiseitige Prisma und das schief 
abgeschnittene Parallelepipedon, für welche die elementare Stereo- 

*) Der Kürze wegen verweise ich hier auf Koppe's Stereomfitrie, oder auf Grunert's schönen 
Beweis des Koppe'schen Lehrsatzes, in Gninert's Archiv, Band 9, so wie in Grimert's Stereometrie. 
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metrie besondere Formeln zur Inhaltsberechnung zu entwickeln pflegt, sind 
gleichfalls nichts anderes als Prismatoide eigner Art. Denn man hat für jeden 
dieser beiden Körper nur nöthig, eine Seitenfläche desselben zur Grundfläche zu 
nehmen; alsdann wird man sofort die Natur des Prismatoids erkennen und kann 
mithin unmittelbar die Formel (1) oder (2) zur Inhaltsberechnung anwenden. 
Die Herstellung der bekannten Formeln : 

•^=^- 3 

für das schief abgeschnittene dreiseitige Prisma, wo g den rechtwinkeligen 
Querschnitt und a, 6, c die Längen der drei Seitenkanten bedeuten; und 

J=g > — 5~ 

für das schief abgeschnittene Parallelepipedon , wo g gleichfalls den recht- 
winkeligen Querschnitt und a, h die Längen zweier einander gegenüberliegen- 
den Seitenkanten bezeichnen, ist übrigens aus dem Gesagten so einfach, dass 
die Rechnung selbst hier unterdrückt werden darf. 

Hinsichtlich des schief abgeschnittenen dreiseitigen Prisma ist nur noch 
die Bemerkung zu machen, dass die allgemeine Formel (1) für das Prismatoid, 
kraft ihrer Herleitung, auch dann noch Gültigkeit behält, wenn eine der beiden 
Grundflächen des Prismatoids sich auf eine Kante reducirt, während die andere 
von beliebiger Gestalt bleibt. Man könnte ein Prismatoid von dieser Beschaflen- 
heit ein dachförmiges oder ein keilförmiges Prismatoid nennen. Für 
die Inhaltsbestimmung dieses Prismatoids hat man in (1) nur gf = zu setzen, 
also , . 

J =^ (iö + 22>). (12) 

§. 12. 

Prismatoide^ deren sämmtliche Seitenflächen Dreiecke sind, pflegten bis- 
her in den Elementen der Stereometrie nicht betrachtet zu werden, und deshalb 
möge hier, wenn auch nur dem Resultate nach, als Beispiel eines solchen Falles 
die Inhaltsbestimmung des regelmässigen Anti- Prisma noch eine Stelle finden. 

Unter dem regelmässigen Anti-Prisma soll nämlich ein Prismatoid 
verstanden werden, dessen Grundflächen congruente regelmässige Polygone 
und dessen Seitenflächen sämmtlich gleichschenkelige Dreiecke sind, so dass die 
gleichen Schenkel dieser Dreiecke die Seitenlinien des Prismatoids bilden. Als 
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Unterarten gehören dahin das regelmässige Oetaeder, sowie derjenige Arefaime- 
dische Körper , welcher von 2 regelmässigen ra-Ecken und 2n gleichseitigen 
Dreiecken begrenzt wird. *) 

Für das Anti- Prisma überhaupt (§. 2) ist (r = 9, folglich geht die all- 
gemeine Formel (1) für die Inhaltsbestimmung in diesem besonderen FaUe 
über in 

Nennt man femer in dem regelmässigen Anti-Prisma r den Halbmesser 
des umschriebenen Kreises und r' den Halbmesser des eingeschriebenen Kreises 
der Grundfläche ; so ergiebt sich flir die mittlere Durchschnittsfläche D (ein 
regelmässiges Polygon von doppelter Seitenzahl und halb so grosser Seitenlänge 
als die Orundfläche) der Ausdruck 

welcher Ausdruck unmittelbar erkennen lässt, dass immer die mittlere Durch- 
schnittsfläche des regelmässigen Anti -Prisma grösser als die Grundfläche des- 
selben ist, und zwar in dem Verbältnisse 2r' :(r-|-r'). 

Setzt man endlich den Werth von D aus (14) in (13)^ so erhält man für 
den Inhalt des regelmässigen Anti -Prisma die Formel 

So z. B. far ein regelmässiges vierseitiges Anti-Prisma (s. Fig. 3^ Pag. 5), 
dessen Grundfläche ein Quadrat mit der Seitenlänge = a ist; hat man G = a^ 

und ^ = 1/2", also J=-^i*- (2 + l/2"y 

§. 13. 

Werden die Seiten der beiden Grundflächen eines Prismatoids unendlich 
klein angenommen ^ so verwandeln sich die Umfange dieser Grundflächen in 
krumme Linien, und der Inbegriff aller Seitenflächen bildet allgemein eine 
Regelfläche, Surface rdglie^ d. h. eine krumme Fläche, welche durch die 



*) An den letzten Körper knüpft sich für den Verfasser das besondere Interesse, dass er 
durch diesen cu der allgemeinen Formel (1) geführt worden iBt. 
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Bewegang einer geraden Linie erzeugt angesehen werden kann. Wenn demnach 
ein von einer beliebigen Regelfläche umschlossener Raum durch zwei parallele 
Ebenen begrenzt wird, welche, alle erzeugenden Linien der Regelfläche schneiden^ 
so findet für die Inhaltsbestimmung des also entstandenen Körpers genau die 
oben entwickelte Formel (1) des Prismatoids Anwendung. 

Das einfachste Beispiel hierzu bietet der abgestumpfte Kegel. 
Nennt man R und r beziehungsweise die Halbmesser der beiden Grundflächen 
G und g, so ist 



G 



=zR^ 7c, gr = r2 IC , ^ = ( 



_ fÄ+I. 



)'-. 



und durch Einsetzmig dieser Werthe in (1) entsteht die bekannte Formel zur 
Inhaltsberechnung des abgestumpften Kegels 



J = -^ (iJ2 + r2+i?r). 



(16) 



Von dieser Formel gilt übrigens dasselbe , was oben von der Formel (8) 
für die abgestumpfte Pyramide gesagt worden ist. 

Fig. 9. 

Als zweites Beispiel möge das 

Hyperboloid ä une nappe dienen^ 
welches wie bekannt zu den Regel- 
flächen gehört. Es sei Oj Fig. 9, 
der Mittelpunkt der rotirenden Hy- 
perbel^ A und B die beiden Scheitel^ 
CD die Rotations- Achse 9 und EF 
und GH die beiden begrenzenden 
Grundflächen des Körpers ; beide 
rechtwinkelig auf der Rotations- 
Achse CD und in gleichen Ab- 
ständen OC = OD vom Mittelpunkte 
angenommen. Man setze die Halb- 
achse OA = a, und die Coordinaten 
des Punktes E seien OM = x und 
ME = y. Alsdann hat man 

G =^ g = x^Tc^ D =z a^i:, A = 2y, 
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und durch Einsetzung dieser Werthe in (1) erhält man den Inhalt des Hyper- 
boloids durch die Formel ausgedrückt 



J=liy.(a,2^2a^y 



(17) 



Der Körper ABFE ist die Hälfte des gefundenen, oder sein Inhalt 

Diese Beispiele würden sich leicht vermehren lassen und dürften eine 
nicht unwillkommene Bereicherung der elementaren Inhaltsbestimmungen ab* 
geben. *) 

§. 14. 

Wenn der Inhalt eines beliebigen Polyeders bestimmt werden soll, 
so hatte die Stereometrie zu diesem Ende bisher nur das eine Hülfsmittel, das 
Polyeder durch Ebenen in Pyramiden zu zerlegen und durch Summirung dieser 
Pyramiden den gesuchten Inhalt des Polyeders darzustellen. Dieses Verfahren 
entspricht genau demjenigen der Planimetrie, wo man ein Polygon in Dreiecke 
zerlegt und durch Summirung dieser Dreiecke den Inhalt des Polygons be- 
rechnet. Aber die Planimetrie besitzt noch ein zweites Verfahren zur Inhalts- 
bestimmung eines beliebigen Polygons; sie zerlegt das Polygon durch Parallelen 
in Trapeze, und findet durch Summirung dieser Trapeze den gesuchten Inhalt; 
und zu diesem Verfahren wird jetzt durch Hülfe des Prismatoids die Stereo- 
metrie in den Stand gesetzt das Seitenstück zu liefern wie folgt. 

Um den Inhalts eines beliebigen Polyeders zu finden, lege man durch 
alle Eckpunkte dieses Polyeders Ebenen, welche einer und derselben gegebenen 
oder willkürlich angenommenen Ebene parallel sind. Dadurch zerfallt das 
Polyeder in eine Reihe von Prismatoiden , unter denen auch einzelne Prismen 
und Pyramiden vorkommen können, welche jedoch die Allgemeinheit nicht 
stören, da sie gleichfalls der allgemeinen Formel für das Prismatoid sich unter- 



*) Beiläufig werde übrigens bemerkt, dass die allgemeine Formel des Prismatoids noch über 
die Regelfläche hinaus gültig ist. So kann z. 6. die Formel (17) unmittelbar auf die Inhaltsberechnung 
eines Fasses mit hyperbolischer Ejrümmung angewandt werden, wo die Hyperbel die umgekehrte Lage 
von Fig. 9 hat , d. h. OA > CE ist. 
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ordnen. Die Summe dieser Prismatoiden, nach der Formel (1) berechnet, liefert 
sodann den gesuchten Inhalt des Polyeders. 

Dieses Verfahren wird unter Umständen vor der Zerlegung des Poly- 
eders in Pyramiden Vorzüge haben. Insbesondere wird es sich zur Inhalts- 
bestimmung des schief begrenzten Prismatoids empfehlen, unter welchem 
ein Polyeder verstanden werden mag, welches entsteht, wenn man in der all- 
gemeinen Definition des Prismatoids §. 1 die Bedingung des Parallelismus der 
beiden Grundflächen fallen lässt. 



§. 15. 

Das vorstehende Verfahren lässt eine bemerkenswerthe Anwendung auf 
die angenäherte Inhaltsbestimmung von körperlichen Bäumen zu, welche von 
einer beliebigen krummen Oberfläche begrenzt werden. 

Man lege durch den gegebenen Körper unter sich parallele Ebenen, von 
denen je zwei auf einander folgende einen Abstand = a von einander haben. 
Die Schnittflächen, welche dadui*ch entstehen, seien der Reihe nach 



fy f\} Tu f'S) • • • /: 



2n 



und es werde angenommen, dass die Schnittflächen / imd /j^, welche auch auf 
Linien oder Punkte sich reduciren können, den ganzen zu bestimmenden körper- 
lichen Raum zwischen sich enthalten. Der Abstand a werde so klein ange- 
nommen, dass die von den Schnittflächen/ und /j, f^ und f^ etc. auf der 
krummen Oberfläche begrenzten Zonen ohne merklichen Fehler wie Regelflächen 
im Sinne des §. 13 angesehen werden können. Alsdann erscheint der gegebene 
körperliche Raum in n Prismatoide zerlegt, deren Grundflächen die Schnitt- 
flächen mit geradem Index /, fi^f^j etc., deren mittlere Durchschnittsflächen 
die Schnittflächen mit ungeradem Index fufz^fby ®*^* ^^^^ > ^^^ deren Höhe 
= 2a ist. Der Inhalt J des ganzen Körpers wird also nach (1) durch die 
Summe dargestellt 

«^=^(^^ + 2/^+^4^ + 2/3+ . . .) 

d. i. 

-^ = T (/+ ^/» + 2/2 + 4/3 + 2/4 + . . . +/2„). (18) 
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Diese Formel ist für planimetrische •Inhaltsbestimmungen unter dem 
Namen der Simpson'schen Formel längst bekannt. Die hier nachgewiesene 
Gültigkeit derselben Formel für räumliche Inhaltsbestimmungen scheint aber bis 
jetzt nicht bemerkt worden zu sein. 



Hannover, im August 1860. 
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